Outils Mathématiques pour I'lngenieur

Equations Différentielles Ordinaires Linéaires




Informations pratiques

Enseignant Denis Arzelier : directeur de recherche au LAAS-CNRS
Contacts Tel : 05 61 33 64 76 - email : arzelier@laas.fr
Web-page https ://nomepages.laas.fr/arzelier

Organisation du cours
[1 10 cours 1h15: 12h30

[1 cours magistral en amphi avec planches
[] 10 séances TD 1h15 : 12h30

[1 Exercices d’application

[1 1 examen final
Durée totale = 25h00
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Préerequis

[1 Algebre

, .- L1z . 1 _
[1 Décomposition en éléments simples EX. : 2”; = =2 _ % 2
p®(p—1) p p
[1 Algeébre linéaire
[1 Calcul vectoriel et matriciel, espaces vectoriels et bases

[1 Produit scalaire et projection
[ Valeurs propres, vecteurs propres Av = \v, Ex.: A =

[1 Dérivation et intégration

[] Dérivation

b U
[ Intégration/parties:/ u(z)v' (z)dz = [uv]’ / v (z)v(z)dz, Ex. / x sin zdx
0

b v(b) In™
O Intégration / chang. de var.:/ u(v(t))v / x)dx, Ex. : / n”(z) dz
o v(a) v
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Définitions, notations et terminologie 4

Définition 1 On appelle Equation Différentielle Ordinaire (EDO) toute relation entre une fonction v, ses dérivées succes-

sives et une variable indépendante x

F(z,y(z),y (), ,y'" (x)) =0

[] La fonction y est une variable dépendante, (inconnue) de 'lEDO

[] Lordre de 'EDO est n si la dérivée d’ordre le plus élevé est d’ordre n
Ex.: " (z) + zy(z)y”(z) = sin(z)

[1 LEDO est dite homogéne si elle ne contient que des termes en y et ses dérivées
Ex.: " () + zy(x)y” (x) = 0

[1 LEDO est dite linéaire si F() est linéaire par rapport a y et a toutes ses dérivées
Ex.: (z + 1)y (z) + 22y" (2) + xy' (z) = sin(z)

[] LEDO est dite linéaire a coefficients constants si F() est linéaire par rapport a y et a toutes ses derivées et les
coefficients ne dépendent pas de x
Ex.: ¥ (z) + 2¢" () + ¢/ (x) + y(z) = sin(x)

[] Un systéme d’EDO est une collection de plusieurs EDO avec plusieurs inconnues
Ex.: &1 (t) = 22(t), d2(t) = 21 (t) + x2(t)
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EDO - Deux exemples simples

[1 Systéeme masse-ressort

Mij(t) + ky(t) = u(?)

EDO linéaire d’ordre 2 a coefficients constants non autonome

k
- Oscillateur linéaire non amorti a 1 degré de liberté (pulsation propre wg = M)
- Vibration libre (u ~ 0) :
: ’“ Mo Lu)
Yo . sAVAVA
y(t) = = sin(wot) + yo cos(wot) = A cos(wot + @) y(t) |
wo O O
- ?J(t)Q y° wi A
- E :M ]{j— — M
nergie 5 + 5 5
[] Pendule amorti
2 ///‘ poPoea
() = —Z sin(8(1)) — —6(2)
[ ml?
m
- EDO non linéaire d’ordre 2 a coefficients constants autonome (wg = \/%)
k
- Approximation petits angles : 0(t) = fpe “°% cos(y/1 — E2wot + @), & = 5
mi=wo
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EDO - Quelgues exemples classiques et historiques 6

[1 Oscillateur de Van der Pol (1926)

E(t) — (e — 2?(t)a(t) + z(t) =0

Cycle limite défini par €

Radios a tubes a vide (diode tunnel)

Oscillation a deux phases : 1 lente et 1 de relaxation rapide

Modélisation du battement cardiaque (1928)

B. Van der Pol (1889-1959)

[] Attracteur étrange de Lorenz (1963)

z(t) = o(y(t) —x())
y(t) = ra(t) —y(t) —x(t)z(t)
2(t) = x)y(t) — bz(t)

- Convection de Rayleigh-Bénard (atmosphere-terre)
- Equations de Navier-Stokes en incompressible (Boussinesq)

- o nombre de Prandtl (10), 7 nombre de Rayleigh (28), b géométrie (8/3)
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EDO - Nature des solutions 7

Définition 2 Soit 'EDO F'(x, y(x), v/ (x), - - - , '™ (x)) = 0 d’inconnue y et définie sur lintervalle
- La fonction f : I — R, dont les dérivées d’ordre n existent, est une solution explicite de 'EDO sur [ si
F(x, f(z), f'(x), -, f"(x)) est définie sur I et F(x, f(x), f'(x), -+, f")(x)) = Osur I
- g(x, y) est une solution implicite de 'EDO sur [ si g(x,y) = 0 définit au moins une fonction f : I — R telle
que f est une solution explicite de 'TEDO

-y =2

-yy = —xetgi(z,y) =27 +y> —25etga(z,y) = 2 + y* + 25
[1 Famille paramétrée de solutions y. = 2 + ¢ (1 parameétre)
[] Courbes intégrales y = Y (x, ¢)

[ ] Méthodes de résolution

Analytiqgues ou exactes

Développement en séries infinies

Graphiques

Numériques
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Probleme de Cauchy, existence et unicité des solutions 8

Définition 3 Etant donné yo € IR, le probleme de Cauchy consiste a rechercher la solution y de I'équation différentielle

du premier ordre vérifiant la condition initiale associée :

Y = f(z,9), y(xo) = yo

ol la fonction f : R X R — IR est continue en = et y sur un domaine D 3 xg, yo et la fonction y : R — R est

différentiable sur un intervalle contenant xg

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz)  Soit © un sous-ensemble ouvert de R? et (zo,y0) € O.Silafonction f : O — R

est continue, Lipschitz uniformément
3L > 0,Y(z,y), (z,2) € O x O,[f(z,y) — f(z,2)| < Ly — 2|
alors il existe I © x¢ t.q. le probléme de Cauchy :

y = f(z,y), Vo €I, y(zo) = yo

a une solution unique

Ex:y' =y y(0) =0
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EDO lineaires d’ordre 1 : définitions (1) 9

Définition 4 On appelle équation différentielle ordinaire (EDO) linéaire du premier ordre, une équation différentielle de

la forme :
(E)  a(x)y'(z) +b(2)y(z) = f(z), =xe€lCR

ol I estunintervalle de R sur lequel les fonctions a, b et f sont données. Les fonctions a et b sont appelées coefficients
de 'EDO et la fonction f second membre de TEDO

Nota : La relation différentielle F'(y',y) = a(z)y'(z) + b(x)y(x) est linéaire ssi :

Flyi +ya,y1+y2) = Fyi,y) + F(ys,y2)
Flay',ay) = aF(y,y), «€R

Ex. et C.Ex.: 2%y (x) + 2zy(z) = cos(x) et z°y(x)y' (x) + 2zy(x) = cos(x)

- Léquation (E) est dite homogéne si le second membre f est identiquement nul : f = O.
Ex.: 2y (x) + 2zy(z) = 0

- () est dite a coefficients constants si les fonctions coefficients a et b sont constantes
Ex.: 2y'(z) — y(x) = sin(z)
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EDOQO lineaires d’ordre 1 : définitions (I1) 10

Définition 5 Une EDO linéaire du premier ordre est dite sous forme normale si elle s’écrit comme :

(En)  y'(2) +p(e)y(z) =g(x), =ze€lCR

ot I est un intervalle de IR sur lequel les fonctions p et g sont continues

Ex.: ¢ (z) + 22%y(z) = 2
Nota : Sia(xz) # 0, x € I alors (F) est équivalenta (En ) avec p(x) = b(x)/a(x) et g(x) = f(x)/a(x)

Définition 6
- On appelle solution particuliere d’'une EDO linéaire du premier ordre (E) toute fonction ¥, définie sur [ vérifiant
cette équation

- On appelle solution générale d’'une EDO linéaire du premier ordre (E) la famille paramétrée a 1 paramétre

('ensemble) de solutions Yy,

2x 2x

, ceR

Ex.:y' () — 2y(w) = 0, yp(z) = ™, ye(x) = ce

INSA
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EDO linéaires d’ordre 1 : solution génerale 11

Théoréme 2 Soient les fonctions a, b, f continues sur I'ntervalle I C R définissant une EDO (E), linéaire du premier

ordre, alors la solution générale y(x) de (/) est donnée par :

y(x) = yn(x) + yp()

ou
- yp, est une solution générale de 'EDO homogeéne (Ep,)

- 1p est une solution particuliere de 'TEDO compléte ()

Ex.: 1y (z) — y(x) = 3ze** avec y(x) = ce® + 3(x — 1)e*”
Nota : Principe de superposition

Soient les fonctions a, b, f1 et f2 continues sur I C R. Siy,, et yp, sont resp. solutions particulieres des EDO
a(x)y’ + b(x)y = f1(z) eta(z)y’ + b(x)y = fa(x) alors yp, = A1Yp, + A2yp, estsolution particuliére de 'EDO
a(x)y’ + b(x)y = M f1(z) + Aafa(x) pour A1, A2 € R
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EDO linéaires d’ordre 1 homogene : solution générale 12

Proposition 1
Soit I un intervalle ou les fonctions a et b sont définies et continues et telles que a(z) # 0,V x € I. La solution

générale v, de 'TEDO homogeéne (E}) :
(En) a(z)y' (z) + b(z)y(z) =0

est de la forme :

yn(z) = X"

b(x)
a(x)

Siy(xo) = yo,avec xp € I etyo € R, alors \ est fixé

b(x)
a(x)

ou A € R est une constante arbitraire et u’ (x) = — (u(x) est une primitive de — ).

Nota : Lensemble des solutions de ( E,) est un espace vectoriel de dimension 1

Ex.:y + 2xy = Oavecy;, = Ae_a’Q,)\ eR
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EDO linéaires d’ordre 1 : solution particuliere 13

Principe :

- On va chercher une solution particuliere sous la forme :
— )\ u(x)
yp(x) = A(x)e
- On injecte cette solution particuliére dans I'équation (E) en calculant :

(@) = X (@)e"® + M) (@)e"

La fonction \ vérifie alors :

N(x) = %eu(@

e~ *®) afin de trouver A(x) et obtenir v, ()

f(x)
a(x)

/fs e s,y (x) = u(ac)/ fs O
S S

. / : T T ,
Ex. : Pour sin(x)y’ — cos(x)y = x, une solution particuliere sur I =0, B | est donnée par

- On cherche une primitive quelconque de

Yp(x) = —x cos(x) + sin(x) In(sin(x))
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EDO lineaires d’ordre 1 : solution particuliere (Il) 14

(1 Solution particuliere de ay’ + by = f(x) sur I avec a # 0 (coefficients constants)
- Si f(x) = acos(x) + Bsin(x) alors y,(x) = ¢1 cos(x) + ¢z sin(x)
- Si f(z) = e Py (x)
1-si A # —2 alors y,(2) = e Qy(2)
2-si A= —2 alors y,(z) = M 2Q, (2)
- Si f1(x) = cos(Ax) P, (x) ou fa(x) = sin(Ax) P, (x) alors on cherche une solution particuliére complexe
yS de 'EDO ay’ + by = e"** P, (z)
1- R (y,) pour TEDO avec f1
2- 3(y,) pour 'EDO avec f>

- Si f1( ) = ch(Az) P, (x) ou f2(x) = sh(Az)P,(x) alors on cherche y,~ de 'TEDO
ay + by = M’P (z) ety, de’EDO ay’ + by = e~ ** P, ()

Yp +
1- 1y, = Yr 5 "~ pour 'EDO avec f;
2- Yp = % pour 'EDO avec [2

Ex.:Poury’ —y = e**(2* + 1), yp(x) = e**(2* — 22 + 3); poury’ — y = cos(2z)(x — 1),
o) = (1/5) [sin(2) (2 — 6/5) — cos(2)(x — 8/5)]

INSA
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EDO non linéaires d’ordre 1 de Bernoulli 15

Définition 7 Une équation différentielle de la forme :

y'(z) + P(z)y(z) = Q(2)y"(z), n > 1

est appelée equation differentielle de Bernoulli

Théoréme 3 La transformation v(z) = '~ "™ (x), n > 1 réduit I'équation différentielle de Bernoulli 2 une EDO linéaire

v'(z) + Pu(2)v(z) = Qi(z)
avec P (z) = (1 —n)P(x)etQ1(x) = (1 —n)Q(x)

Ex. : léquation 3/’ (z) + y(x) = zy>(x) est équivalente a I'équation v’ () — 2v(x) = —2x avec v(z) =y~ > ().

On obhtient finalement :

1 , , 1
v(z) =+ -+ Ke** et y“(x)=
2 T+ 5+ Ke?®
INSA== N =y
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EDO non linéaires d’ordre 1 de Riccati 16

Définition 8 Une équation différentielle de la forme :

y' () = P(x)y”(z) + Q(z)y(z) + R(x)

est appelée équation différentielle de Riccati

1

» Y1
y(z) — y1(x)
I’équation différentielle de Riccati a une EDO linéaire en 2z :

d'(z) = Pi(z)z(z) + Q1(z)
avec P (z) = —Q(x) — 2P(2)y1(x) et Q1(x) = —P(x)

Théoréme 4 La transformation z(x) = () solution particuliére de I'équation de Riccati, réduit

Ex. : l'équation y' (x) + ( ) + 2y(x) — 5 = 0 apour solution particuliére y1 (x) = 2. Le changement de
variables y(z) = y1 () + 2 L transforme I equatlon de Riccati initiale en I'équation 2’ (1) = 5'27(:':) + 1. On obtient

finalement :

4 1
1 2Kx™ + =
2(z) = Kz° — 2 et y(z)= =
4 Kﬂ§'5 — ZZU
INSA=
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EDO linéaires d’'ordre n : définitions 17

Définition 9 On appelle équation différentielle ordinaire (EDO) linéaire d’ordre n, une équation différentielle de la forme :
(En)  ao(z)y"™ (@) + a1 (x)y™ (@) 4+ + an(@)y(z) = f(z), z € ICR

otiai,? =0, --net f sontdonnées continues sur I telles que ap # 0. Les fonctions a;, 7 = 0, - - - n sont appelées

coefficients de 'EDO et la fonction f second membre de TEDO

Nota : La relation différentielle F(y(”), ey y) est linéaire si et seulement si elle vérifie
Fy™ + i, = P, Fy™, -
Y1 Ya Y1+ y2) (y1 7 yy1) + Fys 7, ,Y2)
F(ay(”),---,ay) — OéF(y(n),"',y),OéER.

Ex. et C.Ex.: zy (x) + 2°y'(z) + 2zy(x) = cos(z) et
Y (2)y® (2) + " (2) + 2°y(2)y () + 2zy(z) = cos()

- Léquation (En) est dite homogéne si le second membre f est identiquement nul : f = 0.
Ex.: 2zy" (x) + 2y’ () + 2zy(x) = 0

- (Ey) estdite a coefficients constants si les fonctions a;, ¢ = 0, - - - n sont constantes.
Ex.: —y"® + 4" (z) + 20/ (x) — y(z) = sin(x)

INSA
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EDO linéaires d’ordre n : existence des solutions 18

Théoréme 5 Soit 'EDO linéaire d’ordre . (E, ) ol les fonctions a;, ¢ = 0, - - - n et f sont continues et ag(x) 7# 0 sur
TalorsVxo € Ietco,- - ,cn—1 € R, il existe une solution unique y de (E,,) définie sur I telle que :
_ / _ (n—1) _
y(x()) — Co, Y ($0) —Cly," ", Y (x()) — Cn—1

Ex.:y" () + 22y (z) + 2°y(x) = e” avec y(1) = 2 = co ety (1) = —5 = ¢; a une solution unique sur R

Corollaire 1 Soit ¢ une solution de 'EDO linéaire d'ordre n. homogéne (FE,}) telle que y(zo) = 0, y'(z0) =

0,---,y"" " Y(xg) = 0pourzo € I alors y(x) = 0 pourz € I

Ex.: TEDO y®) (z) + 2y (z) + 4zy/ () + %y (z) = 0 avec y(2) = /(2) = y”(2) = 0 a une solution unique
y(x) = 0 pour tout x € R
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EDO linéaires d’ordre n : solution générale 19

Définition 10
- On appelle solution particuliere d’'une EDO (En) toute fonction y,, définie sur I vérifiant cette équation

- On appelle solution générale d'une EDO (En) la famille a n parameétres de solutions .

Ex.: Poury” (z) + y(z) = z alors y.(x) = c1 sin(x) + c2 cos(x) + zety,(r) = xsurR

Théoréme 6 Soient a;, ¢ = 0,---n et f continues I C R définissant une EDO (F,,) linéaire d'ordre n, alors la

solution générale y(x) de (F) est donnée par :

y(x) = yn(x) + yp()

- yp, est une solution générale de 'EDO homogene (Fyp, )

- 1, est une solution particuliére de 'TEDO compléte (E,)

Ex.:y(x) = c1 sin(x) + c2 cos(x) + x solution générale de iy’ (x) + y(x) = z surR
Nota : Principe de superposition

Ex.:y"(z) — by’ (x) + 6y = 2 — 122 + 6e” ety,(x) = —4/3 — 22 + 3€”

INSA
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EDOQO lineaires homogenes d’ordre n (I) 20

Soit (Enn)  ao(2)y'™ (2) + ar()y" V(@) + - + an(z)y(z) = 0

Théoréme 7 principe de superposition
Soient y1, Y2, - - - , Ym solutions de 'EDO linéaire homogéne ( F, 1) alors toute combinaison linéaire

y:61y1+02y2+"'+cmym

est aussi une solution de 'EDO linéaire homogene (Ey,p ) pour 1, ¢2, -+ , cm € R

Ex.: Poury”' () + y(z) = 0, sin(z) et cos(x) sont 2 solutions donc 2 sin(x) + 3 cos(x) est une solution

Définition 11 f1, f2, - - - , fn sont linéairement dépendantes sur I s'il existe c1, c2, - - - , ¢, € R non toutes nulles

telles que c1 f1(x) + cafo(x) + -+ cnfu(x) =0, Ve € [
A contrario, si ¢1 f1(x) + caf2(x) + -+ + cnfu(x) =0, Vo € [ implique c1 = c2

f2, -+ ,fn sontlinéairement indépendantes

= ... = ¢, = 0alors fi,

Ex. : x et 2z sont linéairement dépendantes sur I = [0, 1] alors que x et 2 sont linéairement indépendantes sur I

INSA
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EDO lineaires homogenes d’ordre n (Il) 21

Proposition 2 Soienta;, © = 1,2, - - - , n définies et continues sur I avec ag (:c) #0Vxel

LEDO (Enh) a toujours 71 solutions lineairement indépendantes et toute solution ¥y est :

y(r) = cryi(z) + cayz(x) + - - + cayn (),

ouc; € Retyi, y2, -, yYn sont n solutions linéairement indépendantes

Nota : Lensemble des solutions de (Enh) est un espace vectoriel de dimension n

Définition 12 7 solutions linéairement indépendantes de (Enh) sont appelées solutions fondamentales de (Enh) alors

gue toute fonction :
yn(r) = c1y1(x) + cayz2(x) + - + enyn(x), Vo € T

est une solution générale de (Fyp) surl, c; € R

Ex.: Poury” (z) 4+ y(x) = 0, sin(x) et cos(x) sont deux solutions indépendantes sur R alors

yn(x) = c1sin(x) + c2 cos(x) sur R

yp(x) = sin(x + 7/6) est une solution particuliére sur R

INSA
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EDO linéaires homogenes d’ordre n (lll) 22

Définition 13 Soient . fonctions réelles 1, y2, - - - , Yn de classe C™ ' sur I = [a, b]

On appelle Wronskien de ces n fonctions :

Y1 Y2 Yn
/ / /
Y1 Y2 Yn
W(ylny, T ,yn) —
n—1 n—1 n—1
T BRI

Notation : W (y1,y2, -+, yn)(x) ou W(y1(x),y2(x), - ,yn(x))

Proposition 3 Caractérisation de I'indépendance linéaire

1. Sidxo € I, W(y1, -+ ,yn)(xo) = 0alors y1, - - -, yn ne sont pas des solutions linéairement indépen-
dantes de (Fnp)

2. SiVax € I, W(y1,--- ,yn)(x) # 0 alors y1, - - -, yYn sont des solutions linéairement indépendantes de
(Enn)

Ex.: e, e % et €2 sol. indépendantes de y® — 2y”" — ¢’ + 2y = Osurtout I C R

INSA
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EDO linéaires d’ordre n : solution particuliere (I) 23

(Bn)  ao(x)y™ (@) + ar(z)y" "D (z) + - + an(x)y(z) = f(z), Vo € I
Méthode de la variation des constantes :
(F2)  a(z)y’(z) +b(2)y' (z) + c(z)y(z) = f(x), Vo € I

(1 Soit yx(x) = Ayi(x) + Byz(x) solution générale de (Eap,)
[] On cherche:

Yp(x) = A(z)y1(x) + B(x)y2()

On obtient :
yp(2) = A'(2)y1(2) + B'(2)y2(2) + A(2)y1 (z) + B(2)y2(2)
[1 Onimpose :
A'(z)y1(z) + B'(z)y2(2) = 0
Alors,

yp (x) = A'(2)y1(x) + B'(x)y2(7) + A(@)y) () + B(2)y: (2)

a substituer dans (F2)

INSA
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EDO linéaires d’ordre n : solution particuliere (1l) 24

1 On doit résoudre le systtme en (A’ (), B'(x)) :

(

0
(S) 9 " f(z)

de déterminant le Wronskien W (y1 (), y2(x)) = y1(x)yz(z) — y1(z)y2(x) # 0
[] Les solutions du systéeme (,S) sont données par :

@ o @@
A = = oW ), p@) © @

[] On obtient ainsi les fonctions A(x) et B(z) comme :

(] Une solution particuliére de 'EDO (F2) est alors donnée par :

Yp(x) = A(z)y1(z) + B(x)y2()

INSTITUT NATIONAL
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EDO linéaires d’ordre n : solution particuliere 25

Ex.: Soity" (z) + y(x) = tan(x) avec yn(x) = c1 sin(x) + c2 cos(x) et donc
Yp(x) = c1(x)sin(x) + c2(x) cos(x)

On doit résoudre le systeme linéaire

ci(z) sin(x) + c5(x) cos(z) = 0 . sin(x)  cos(x)
(S) W (sin(x), cos(x)) = = —1
ci(x) cos(x) — c5(x) sin(z) = tan(x) cos(r) —sin(x)
On obtient les deux solutions ¢} () = sin(z) et ch(x) = cos(x) — !
cos(x)
ci1(x) = —cos(x) + c3 etca(x) = sin(x) — In cos(2) + tan(z)| + ¢4

Pourcs = cq4 = 0:

yp(x) = ci(x)sin(x) + c2(x) cos(x)
1
= —cos(z)sin(x) + (Sin(a:) — In <o (1) + tan(z) ) cos(x)
1
= — (ln cos(2) + tan(x)| ) cos(x)
INS m DES SOIENGES LAAS
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EDO linéaires a coefficients constants 26

(B2crn)  ay”(x) + by’ (x) + cy(x) =0, a,b,c € Reta # 0

0 y=e"recCaecy(x)=e", y(zr) =re™, y'(x) =r’e™

Siy(x) = e"” est solution de (Fo.p ) alors r est une racine de I'équation caractéristique :

ar2+br+c:()

Si A = b —4dac > 0 alors 1 # o réelles et :
yn(x) = c1e"” 4 c2e"?” avec ¢1, c2 € R constantes arbitraires
SIA=b"—4dac<0 alorsr =a+iBetF =a—iBet:
yn(x) = c1e”™ + cae’™, aveccy, ca € C

ouyp(x) = e** (Acos(fx) + Bsin(fx)) avec A, B € R

SiA =b%—4ac =0 alorsr = —% (racine double) et

yn(x) = (A+ Bx)e"™ ou A et B sont deux constantes arbitraires

Ex. : Pour y"' (z) — 61/ (z) + 25y(x) = 0, onayn(x) = €**(c1 sin(4x) + c2 cos(4x))

INSA
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EDO linéaires d’ordre 2 : solution particuliere 27

[] Solution particuliere de ay” + by’ + cy = f(x) sur I aveca # 0
- Si f(x) = acos(z) + Bsin(x) alors y, () = ¢1 cos(x) + ce sin(x)
- Si f(z) = e Py (x)
1-si aA> +bA+ ¢ #£ 0 alors y, () = e Q, (2)
2-si aA® +bA +c=0et2a\+ b # 0 alors y, (z) = e Q. ()
3-siA =11 =1 alors y,(x) = e 27 Q. ()
- Si f1(x) = cos(Ax) P, (x) ou fa(x) = sin(Ax) P, (x) alors on cherche une solution particuliére complexe
yg de 'EDO ay” + by’ + cy = " P, (x)
Jt(y, ) pour 'EDO avec f1
S(yp) pour FEDO avec fo

- Si f1(z) = ch(Az) P, (x) ou f2(x) = sh(Az) P, (x) alors on cherche y; de 'TEDO
ay’ + by’ + cy = e P, () ety, delEDO ay” + by + cy = e~ ** P, ()

+ —
1- 1y, = w pour 'EDO avec f;
+ o —
2- Yp = % pour 'EDO avec f2
Ex.:Poury” +y' —y =™ (2 + 1), yp(z) = (1/5)e*"(2* — 22 + (13/5))
Touiouse Cours - EDO et SDL linéaires :




EDO linéaires d’ordre 2 : Application au systeme masse-ressort (I)  2s

[1 Mise en équations :

— —
- Loi de Hooke : F (t) = —k(x(t) + 1) % Z 7, T
— = —
- Forces de gravité et de résistance :F» = mgi ,F3(t) = —Vda;it) 1 1 ] .
o o v K < N
- Force externe :Fy (t) = f(t) 1 = =", (—‘ <, <>k
- Principe fondamental de la dynamique : T f ¢ T :;
d? d i ]
mEEt + v+ k() = £ ()

[J Mouvement libre non amorti f(¢) = Oetv =0 mdeazét) + kx(t) =0, (0) = 2o, 2'(0) = vo

TN v zh(t) = ::—O sin(wnt) + xo cos(wnt) = X cos(wnt + @)

ssssssssssss

avec
Pulsation propre Amplitude Phase
Wn, = L X = -0 2—1—332 cos( ):@ sin(p) = — 0
" m Wn, 0 Y X’ ’ wn X
v

INSA
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EDO linéaires d’ordre 2 : Application au systeme masse-ressort (II) 29

d2a(t) Ty dar(t) + kz(t) = 0, 2(0) = x0, 2'(0) = vo

[J' Mouvement libre amorti f(t) = 0:m=— 35—

Forme Standard :

T dt2

Pa(t) | 2ewn d"”(tt) +w2z(t) =0, 2(0) = o, 2’ (0) = vo

avec
Pulsation propre

k
wn: -
m

Coefficient (facteur) d’amortissement

S o

[1 Amortissement critique & = 1 ou hyper-amortissement & > 1 :

X(t)

1
t (seconds)

E=1: xp(t) = (xo + (vo + wnxo)t)e “n?

Nota : & | produit des oscillations de x

(rexo — vo)e™" — (rixo — vo)e ™2

E>1: xh(t) = F——
r1 = —&Wn + wny/E% — 1
ro = —&Wn — wWny/E% — 1
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EDO linéaires d’ordre 2 : Application au systeme masse-ressort (Ill) 3o

[] Sous-amortissement £ < 1 :

 twnt [ Ewnmo + V0 (e — —
xn(t) = e (cu \/@s( 1 — &2t) 4+ xo cos(wn/1 ft))

= X cos(wny/1 — €2t + @)e swnt

2
— 2 Ewnxo+vo
X = \/:UO—I— (wn *1—52)
(Ewnxo + v0)/(wny/1 — £2)
* cos(p) = .

//>kjs 2 Ewnxo+vo

/ dl | \/x0 " (wnx/l—@)
y(t) = i 7

F R R — : 0

t (seconds) Sln(gp) — _ 2
2 Ewnxo+v0
o ()
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EDO linéaires d’'ordre 2 : Application au systeme masse-ressort (V)
[ Mouvement forcé f(t) = F cos(wt) : m diiét) +v dm(t) + kx(t) = F cos(wt), x(0) = xo, 2'(0) = vg
Forme Standard :
Lot 4 9w, W 4 W22(t) = Ecos(wt), 3(0) = o, 2’ (0) = vo
avec K = F/metf <1
2(t) = an() 4+ 2p(t) = X cos(wn /T — €2 + p)eEnt 1 = cos(wt + 0)
V(w2 —w?)? + 4202w
ou
2 2
cos(f) = %
V(w2 —w?)? + 482w2w2
sin(0) = — 280w
V(w2 —w?)? + 482w2w2
INSTITUT NATIONAL LAAS
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EDO linéaires d’ordre 2 : Application au systeme masse-ressort (V) 32

[1 Phénoméne de résonance :

T, (1) = = cos(wt + 0) = f(w) cos(wt + 0)

V(w2 —w?)? + 46202 w2

/  —2Fw [252(,07% — (w2 — w2)}
fl(w) = (W2 — w2)2 1 4€2002002 )3/2

Pulsation de résonnance : .

Wy = wpy/1—282 —  w,
&E—0

b
—  +00

flw) = S
or) 2w2\/1— €2 €0
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Systemes differentiels linéaires (SDL) a coefficients constants 33
dx
d—tl ai1 1+ -+ ain oo + fi1(t),
(S) : & X'(t)=AX(t) + F(t)
dx,
T an1x1‘|‘+a/nn$n‘|‘fn(t)
dt
ou :
ai A1n r1(t) f1(t)
A= LX) = . F() = e R"
an1 Ann i ZEn(t) _ L fn(t) -
Théoréme 8 Soient les fonctions fl, SR fn continues sur l'intervalle I, tg € I et n constantes réelles x?, SR a:?L
alors le systeme (.S) a une unique solution X (%) telle que :
X(to)T: [ x1(to) zn(to) } = [ A }
INs m (S LAAS
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SDL a coefficients constants : solution générale 34

(S) X'(t)=AX(t)+ F(t)

Théoréme 9 Soient f;, ¢ = 1, - - -n continues sur I C R définissant un SDL (,S), alors la solution générale X (t) de

(S) est donnée par :

X(t) = Xn(t) + Xp(1)

- X}, est une solution générale du SDL homogene (S, )

- X, est une solution particuliére du SDL complet (S)

Ex.: Le SDL
r1(t) = 2x1(t) — x2(t) — 5t . o r1(t) = c1e”’ e’ 2t +1
a pour solution générale
x5(t) = 3x1(t) + 622(t) — 4 To(t) = —3cie® —coe® —t
DESSOENCES e
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SDL homogene a coefficients constants : solution générale 35

Proposition 4

(Sk) posséde n solutions linéairement indépendantes et toute solution X de (S4) :
X(t) = Cle(t) + CzXz(t) + .- 4 Can(t),

ou X1, Xo, - -+, X, sont n solutions linéairement indépendantes et ¢; sont des constantes bien choisies. De plus,

X(t) = e Xy, Xo = X(0) € R"

Proposition 5

n solutions X1, - - -, X,, de (Sp) sont linéairement indépendantes ssi At € I t.q.:
WXy, o, X)) = | Xa(t) - Xalt) [=0
Ex. : Le SDL homogéne précédent a pour solutions linéairement indépendantes X{ (t) = [ e’ 3%t } et

XT(t) = [ 3t 3t }

INSA
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Exponentielle de matrice

36

Définition 14 Exponentielle de matrice

Soit A € M,(R) alors | e

1T0 in 2 3
A A2 A
T -
n;)n! AT T T

Lemme 1 Propriétés de I'exponentielle de matrice

el =1

- SiAB = BAalors eA1TB = ¢4 B = B 4

) (eA)—l — €_A

Si A est diagonalisable (P matrice de passage et \; valeurs propres de A) alors e = P diag (eAi) pt

- ec‘; A= Ae?
) %eAt _ A A
2 —1 1| —e’t +3e3 —ePt 43t
Ex.: A = At —
== 3 6 ’ 2 3e’t — 3e3t  3e’t — et
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SDL homogene diagonalisable a coefficients constants 37

Si A est diagonalisable, on a :

Proposition 6 La solution générale de X'(t) = AX (t) est de la forme :

n

X(t) — Cleklt vl + cre + CneAntVn — Z Cq eAit ‘/z

i=1
ou :
- )\; sont les valeurs propres de A
- 'V sont les vecteurs propres associés (Vl, Cee Vn) forme une base de vecteurs propres)
- ¢; sont des constantes arbitraires réelles (ou € C si \; € C)
EX. : Le SDL homogéne
/
x1(t) = 2x1(t) — x2(t) 2 -1 1 1
/ A= (A1 =5, =23), Vi = Vo =
xo(t) = 3x1(t) + 6x2(t) 3 6 -3 —1
1 1 C1 €5t + Cgegt
X(t) = cre™ + ¢’ =
-3 —1 —3c1e” — cae®
DES SOENGES. LAAS
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SDL a coefficients constants : solution particuliere 38
(S) X'(t)=AX(t)+ F(t)
Methode de la variation de la constante :
X(t) = e*Xo(t)
X'(t) = AeXo(t) + e X)(t)
En réinjectant dans (S), ona:
X5(t) = e MF()
La solution particuliere est obtenue comme (c fixe) :
t
X, (1) = eAt Xy (1) = et / e~ F(u) du
—5/3)(t+1/3 ry = 3x1+ 5t
Xp = (=5/3)( /3 est une solution particuliere du SDL ' '
—(2/5) rh = bxay+ 2
INS m DESSOENCES LAAS
Touioust Cours - EDO et SDL linéaires




Liens entre EDO d’ordre n et SDL a coefficients constants 39

(Bn)  aoy™(t) + a1y V() + - + an1y/ () + any(t) = £(t)

Enposant: z1(t) = y(t), z2(t) = ¥/ (1), - - -, () = y" "V (¢), on obtient '} () = v/ (), x4 (t) = y” (1), - - -

Ph(t) =y 0 = S () = Sy ) = Sy () Sy

Sous forme matricielle, le systéme ci-dessus s’écrit :

X'(t) = AX(t) + F(t)

avec . ~ _
_ : 0
x1(t) 0 In—l
X(t) = : A= : F(t) =
0
T (T
- ( ) - Qn an—1 ai —f(t)
_ — e — | ap
i ao ao aop _

Ex.: y®) 4+ 2y” — y = 2t devient le systéeme z () = x2(t), zh(t) = z3(t), x5(t) = x1(t) — 2x3(t) + 2t

INSAE=
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